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一类具有Ｈｏｌｌｉｎｇ－Ⅲ功能反应的捕食系统的脉冲控制
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摘　要：建立了一类具有状态脉冲的 Ｈｏｌｌｉｎｇ－Ⅲ类捕食系统模型，当捕食者的数量达到一定值时，人工收获捕食者，

同时收获或添加食饵，使两者的综合收益达到最大。对无脉冲作用的系统进行定性分析，得到正平衡点存在且全

局渐近稳定的条件。利用后继函数方法及脉冲微分方程几何理论，讨论状态脉冲控制下系统阶一周期解的存在

性，并证明周期解是轨道渐近稳定的。最后，利用数值模拟进行验证，讨论系统的生态意义。
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１　预备知识

在同一生态环境中，描述种群之间捕食与被捕食关系的经典模型为Ｌｏｔｋａ－Ｖｏｌｔｅｒｒａ模型：

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝ａｘ（ｔ）－ｂｘ（ｔ）ｙ（ｔ）

ｄｙ（ｔ）
ｄｔ ＝ｃｘ（ｔ）ｙ（ｔ）－ｄｙ（ｔ

烅

烄

烆
）
。

其中：ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）分别表示食饵和捕食者的数量，捕食者的功能反应函数是线性的。
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Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ
当食饵种群的数量较小时，假设一个捕食者在单位时间内吃掉ｂｘ（ｔ）食饵是合理的，但当食饵种群的数

量很大时，这样的假设就不合理了。１９６５年，Ｈｏｌｌｉｎｇ在实验和分析的基础上提出了三类适应于不同生物的
功能性反应函数［１］，其中第三类功能反应函数（Ｈｏｌｌｉｎｇ－ＩＩＩ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ）为 Φ（ｔ）＝
ｍｘ２（ｔ）
α＋ｘ２（ｔ）

。文献［２－３］研究了下列 Ｈｏｌｌｉｎｇ－ＩＩＩ功能反应的捕食系统：

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝ｒｘ（ｔ）（１－ｘ

（ｔ）
Ｋ
）－ ｍｘ２（ｔ）
（Ａ＋ｘ（ｔ））（Ｂ＋ｘ（ｔ））ｙ

（ｔ）

ｄｙ（ｔ）
ｄｔ ＝ｙ（ｔ）［ｓ（１－ｈｙ

（ｔ）
ｘ（ｔ）

）］

ｘ（０）＞０，ｙ（０）＞

烅

烄

烆 ０

。 （１）

其中：食饵种群Ｌｏｇｉｓｔｉｃ增长，Ｋ表示食饵种群的环境容纳量，ｓ表示捕食者种群的内禀增长率，捕食者种群

的环境容纳量与食饵种群的密度相关，并成正比关系。利用变换珓ｔ＝ｒｔ，珟ｘ（珓ｔ）＝ｘ
（ｔ）
Ｋ
，珘ｙ（珓ｔ）＝ｍｙ

（ｔ）
ｒＫ

，α＝

ｓ
ｒ
，β＝

ｓｈ
ｍ
，ａ＝ＡＫ

，ｂ＝ＢＫ
，将模型（１）无量纲化，为表达简便，令ｘ＝珟ｘ（珓ｔ），ｙ＝珘ｙ（珓ｔ），得：

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ

（１－ｘ）－ ｘ２
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）ｙ

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ

（α－β
ｙ
ｘ
）

ｘ（０）＞０，ｙ（０）＞

烅

烄

烆 ０

。 （２）

在生物资源开发利用、害虫管理等农牧业生产中，往往需要对生态系统进行人为干预，对捕食者种群和
食饵种群进行人工控制。人类对生态系统的干预往往是脉冲进行的，脉冲通常有两种方式：固定时刻的脉冲
和状态脉冲。对易感人群的集中免疫接种、鱼苗的季节性放养等均属固定时刻脉冲，固定时刻的脉冲生态系
统已有大量研究结果［４－８］。在农林生产中，往往需要根据害虫的数量确定控制策略，这就产生了状态脉冲控
制系统。近年来，状态脉冲生态系统受到众多学者的关注，唐三一等［９－１１］对状态脉冲微分系统进行了深入探
索，取得了一批重要成果。本文研究一类 Ｈｏｌｌｉｎｇ－ＩＩＩ功能反应的捕食系统，当捕食者种群的密度ｙ达到较
高水平ｈ时，对其进行定量收获，收获量为λ；同时，也对食饵种群进行控制，当食饵种群的密度ｘ过大时，对
其进行收获，收获量为ｐｘ－ｃ≥０，食饵的密度越大，收获量越多，反之，对其进行添加，添加量为ｃ－ｐｘ≥０，
即对系统 （２）采取下列脉冲控制策略：

Δｘ＝ｃ－ｐｘ
Δｙ＝－｛ λ

，ｙ＝ｈ。 （３）

综合系统 （２）及 （３），得到状态脉冲收获模型：

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ

（１－ｘ）－ ｘ２
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）ｙ

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ

（α－β
ｙ
ｘ

烅

烄

烆
）

，ｙ＜ｈ；
Δｘ＝ｃ－ｐｘ
Δｙ＝－｛ λ

，ｙ＝ｈ。 （４）

其中：ｘ，ｙ分别表示ｔ时刻捕食者种群和食饵种群的密度，ｘ（０）＞０，ｙ（０）＞０；ａ，ｂ，α，β为正常数；ｃ，ｐ，λ为
控制参数且为正常数。
考虑状态脉冲微分方程：

ｄｘ
ｄｔ＝Ｐ

（ｘ，ｙ）

ｄｙ
ｄｔ＝Ｑ

（ｘ，ｙ
烅

烄

烆
）
，（ｘ，ｙ）Ｍ（ｘ，ｙ）；

Δｘ＝α（ｘ，ｙ）

Δｙ＝β（ｘ，ｙ｛ ）
，（ｘ，ｙ）∈Ｍ（ｘ，ｙ）。 （５）

其中，Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数。
定义１　由系统 （５）的解映射构成的动力学系统称为半连续动力系统，记为 （Ω，ｆ，φ，Ｍ）．φ（Ｍ）＝Ｎ ，

φ称为脉冲映射。其中，Ｍ（ｘ，ｙ）和Ｎ（ｘ，ｙ）是平面Ｒ
２ 上的直线或曲线，分别称为脉冲集和相集。
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系统（４）中，脉冲集为Ｍ＝ （ｘ，ｙ）ｙ＝ｈ，ｘ＞｛ ｝０ ，Ｍ对应相集为Ｎ ＝ （ｘ，ｙ）ｙ＝ｈ－λ，ｘ＞｛ ｝０ 。
定义２　（后继函数［１２］）假设脉冲集Ｍ 和相集Ｎ 均为直线，相集Ｎ 与ｙ轴的交点为Ｑ ，对于Ｎ 上任意

点Ｈ ，Ｈ 与点Ｑ 的距离为ｓＱＨ ，系统 （５）从Ｈ 出发的轨线Π（Ｈ，ｔ）交Ｍ 于一点Ｈ１ ，Ｈ１ 脉冲后的相点为

Ｈ＋
１ ，Ｈ＋

１ 与Ｑ点的距离为ｓＱＨ＋１ ，称Ｈ
＋
１ 为Ｈ 的后继点，点Ｈ 的后继函数为ｆ（Ｈ）＝ｓＱＨ＋１ －ｓＱＨ。

引理１　后继函数是连续的。

定义３　（阶一周期解［１２］）　若相集 Ｎ 上存在一点Ｐ０ ，且存在常数Ｔ ＞０，使得从Ｐ０ 出发的轨线

Π（Ｐ０，ｔ）满足Π（Ｐ０，Ｔ）＝Ｐ∈Ｍ ，φ（Ｐ）＝Ｐ＋＝Ｐ０ ，则称Π（Ｐ０，ｔ）为系统 （５）的阶一周期解。

引理２　（脉冲微分方程的Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定理［１２］）设Ｇ是系统 （５）的一个Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ区域，若Ｇ内没有系
统 （５）的奇点，则Ｇ内必含系统 （５）的闭轨。
对于系统 （４），由引理２得：
引理３　若相集Ｎ 中存在Ａ ，Ｂ两点，后继函数满足ｆ（Ａ）ｆ（Ｂ）＜０，则系统 （４）存在阶一周期解。
引理４［１３］　设ｘ＝ξ（ｔ），ｙ＝η（ｔ）是下列脉冲微分方程的Ｔ周期解：

ｄｘ
ｄｔ＝Ｐ

（ｘ，ｙ）

ｄｙ
ｄｔ＝Ｑ

（ｘ，ｙ
烅

烄

烆
）
，Φ（ｘ，ｙ）≠０；

Δｘ＝α（ｘ，ｙ）

Δｙ＝β（ｘ，ｙ｛ ）
，Φ（ｘ，ｙ）＝０。 （６）

其中：Ｐ（ｘ，ｙ），Ｑ（ｘ，ｙ）具有一阶连续偏导数；Φ（ｘ，ｙ）是充分光滑的函数且ｇｒａｄΦ（ｘ，ｙ）≠０。若乘子μ满
足 μ ＜１，则该周期解是轨道渐近稳定的。这里，

μ＝∏
ｎ

ｊ＝１
κｊｅｘｐ∫

Ｔ

０

Ｐ（ξ（ｔ），η（ｔ））
ｘ ＋Ｑ

（ξ（ｔ），η（ｔ））
（ ）ｙ ｄ［ ］ｔ 。

其中：κｊ＝

β
ｙ
·Φ
ｘ－

β
ｘ
·Φ
ｙ＋

Φ
（ ）ｘ Ｐ＋＋ α

ｘ
·Φ
ｙ－

α
ｙ
·Φ
ｘ＋

Φ
（ ）ｙ Ｑ＋

Φ
ｘ
Ｐ＋Φｙ

Ｑ
；Ｐ，Ｑ，α

ｘ
，α
ｙ
，β
ｘ
，β
ｙ
，Φ
ｘ
，Φ
ｙ
均

为点 ξ（τｊ），η（τｊ（ ）） 处的值，Ｐ＋＝Ｐξ（τ＋ｊ），η（τ＋ｊ（ ）） ，Ｑ＋＝Ｑξ（τ＋ｊ），η（τ＋ｊ（ ）） 。

２　无脉冲影响的系统平衡点的稳定性

系统 （４）中，若ｃ＝ｐ＝λ＝０，即系统没有脉冲影响。此时，系统为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ

（１－ｘ）－ ｘ２　ｙ
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ

（α－β
ｙ
ｘ
）

ｘ（０）＞０，ｙ（０）＞

烅

烄

烆 ０

。 （７）

显然，系统存在半平凡平衡点Ｅ０（１，０）以及唯一正平衡点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊），其中：０＜ｘ＊ ＜１，ｙ＊ ＝α
β
ｘ＊ 。

事实上，设ｇ（ｘ）＝１－ｘ，ｆ（ｘ）＝ ｘ２
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）

，则

ｇ′（ｘ）＝－１＜０，ｆ′（ｘ）＝
（ａ＋ｂ）ｘ２＋２ａｂｘ
（ａ＋ｘ）２（ｂ＋ｘ）２ ＞

０。

令
ｘｇ（ｘ）－ｙｆ（ｘ）＝０

ｙ（α－β
ｙ
ｘ
）＝烅

烄

烆
０

，得ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）α
β
。由ｇ（０）＝１，ｇ（１）＝０，ｇ′（ｘ）＜０，ｆ（０）＝０，ｆ′（ｘ）＞０

可知，ｇ（ｘ）与ｆ（ｘ）α
β
在第一象限内有唯一交点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊），并且满足０＜ｘ＊ ＜１，ｙ＊ ＝α

β
ｘ＊ 。故系统

（７）存在唯一正平衡点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）。
计算系统 （７）在平衡点处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，得
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Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｈａｎｄｏｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ａｎｄ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ

Ｊ（Ｅ）＝
１－２ｘ－ｙ

（ａ＋ｂ）ｘ２＋２ａｂｘ
（ａ＋ｘ）２（ｂ＋ｘ）２ － ｘ２

（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）

β
ｙ２
ｘ２ α－２βｙ

熿

燀

燄

燅ｘ

。

　　在Ｅ０（１，０）处，Ｊ（Ｅ０）＝
－１ － １

（ａ＋１）（ｂ＋１）

０

熿

燀

燄

燅α
，显然Ｅ０（１，０）为鞍点。

　　在Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）处，Ｊ（Ｅ＊）＝
１－２ｘ＊ －ｙ＊

（ａ＋ｂ）ｘ＊２＋２ａｂｘ＊

（ａ＋ｘ＊）２（ｂ＋ｘ＊）２ － ｘ＊２
（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊）

（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊）

β
ｙ＊２

ｘ＊２ α－２βｙ
＊

ｘ

熿

燀

燄

燅
＊

。

　　 由 Ｊ（Ｅ＊）－λＩ ＝０即
１－２ｘ＊ －

（１－ｘ＊）（ａｘ＊ ＋ｂｘ＊ ＋２ａｂ）
（ａ＋ｘ＊）２（ｂ＋ｘ＊）２ －λ ｘ＊２

（ａ＋ｘ２）（ｂ＋ｘ＊）

α２

β
－α－λ

＝０，可得

λ２＋ｐλ＋ｑ＝０，其中：

ｐ＝２ｘ
＊３＋ （ａ＋ｂ－１＋α）ｘ＊２＋ （ａ＋ｂ）αｘ＊＋ａｂ（１＋α）

（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊）
；

ｑ＝ ｘ＊ ＋
（１－ｘ＊）（ａｘ＊ ＋ｂｘ＊ ＋２ａｂ）

（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊［ ］） α＞０。

　　令 Ｐ（ｘ）＝２ｘ３＋（ａ＋ｂ－１＋α）ｘ２＋（ａ＋ｂ）αｘ＋ａｂ（１＋α），

Δ＝ｐ２－４ｑ＝ Ｐ２（ｘ＊）
（ａ＋ｘ＊）２（ｂ＋ｘ＊）２－

４αｘ＊ ＋
（１－ｘ＊）（ａｘ＊ ＋ｂｘ＊ ＋２ａｂ）

（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊［ ］） 。

由λ１λ２ ＝ｑ＞０，λ１＋λ２ ＝－ｐ，可得：
定理１　若Ｐ（ｘ＊）＞０，则系统 （７）的正平衡点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是局部渐近稳定的，特别地：

１）若（Ｈ１）　０＜Ｐ（ｘ＊）＜［４α（ｘ＊３＋ （ａ＋ｂ－ａｂ）ｘ＊＋２ａｂ）（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊）］
１
２成立，则Ｅ＊（ｘ＊，

ｙ＊）是局部渐近稳定的焦点；

２）若（Ｈ２）　Ｐ（ｘ＊）≥［４α（ｘ＊３＋ （ａ＋ｂ－ａｂ）ｘ＊＋２ａｂ）（ａ＋ｘ＊）（ｂ＋ｘ＊）］
１
２成立，则Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）

是局部渐近稳定的结点。
下面讨论正平衡点的全局稳定性。给出条件：
（Ｈ３）ａ＋ｂ＋α－１≥０；
（Ｈ４）ａ＋ｂ＋α－１＜０且Ｄ＝ （ａ＋ｂ＋α－１）２－６（ａ＋ｂ）α≤０。
定理２　若条件（Ｈ３）或（Ｈ４）成立，则系统 （７）的正平衡点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是全局渐近稳定的。
证明：由（Ｈ３）或（Ｈ４）知，Ｐ（ｘ）＝２ｘ３＋（ａ＋ｂ－１＋α）ｘ２＋（ａ＋ｂ）αｘ＋ａｂ（１＋α）＞０对０≤ｘ≤１

成立，因而Ｐ（ｘ＊）＞０。构造Ｄｕｌａｃ函数Ｂ（ｘ，ｙ）＝
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）

ｘ２　ｙ２
，ｘ＞０，ｙ＞０。令

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ（１－ｘ）－ ｘ２
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）ｙ

，ｇ（ｘ，ｙ）＝ｙ（α－β
ｙ
ｘ
），

则（ｆＢ）
ｘ ＋

（ｇＢ）
ｙ ＝－ １

ｘ２　ｙ２
［２ｘ３＋（ａ＋ｂ＋α－１）ｘ２＋（ａ＋ｂ）αｘ＋ａｂ（１＋α）］＝－Ｐ

（ｘ）
ｘ２　ｙ２ ≤

０。

由Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ－Ｄｕｌａｃ定理，平衡点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）的周围不存在闭轨，正平衡点是全局渐近稳定的。证毕。
注１　若（Ｈ１），（Ｈ３）或（Ｈ１），（Ｈ４）成立，则Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是全局渐近稳定的焦点。
注２　若（Ｈ２），（Ｈ３）或（Ｈ２），（Ｈ４）成立，则Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是全局渐近稳定的结点。
设Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）是系统 （７）全局渐近稳定的焦点，则该系统的相图为图１。
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图１　系统（７）具有稳定焦点的相图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ　ｐｈａｓｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（７）ｗｉｔｈ　ｓｔａｂｌｅ　ｆｏｃｕｓ

图２　系统（４）的结构图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ（４）

３　脉冲作用下系统阶一周期解的存在性与稳定性

下面仅针对焦点的情况，讨论系统 （４）的周期解的存在性与稳定性。因此总是假设条件（Ｈ１），（Ｈ３）或

（Ｈ１），（Ｈ４）成立。Ｌ１：ｙ＝
（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）（１－ｘ）

ｘ
为系统 （４）的食饵等倾线，Ｌ２：ｙ＝α

β
ｘ为系统 （４）的捕

食者等倾线。脉冲集Ｍ ＝ ｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋ ｘ＞０，ｙ＝ｈ｝，相集 Ｎ ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２＋ ｘ＞０，ｙ＝ｈ－λ｝。系统
（４）的结构如图２所示。为了方便起见，定义两条特殊的系统轨线Ｓ１，Ｓ２ ：记相集Ｎ 与等倾线Ｌ２ 的交点为

Ａ（ｘＡ，ｈ－λ），由微分方程的定性理论可知，系统（４）存在唯一的轨线Ｓ１与相集相切于点Ａ；记脉冲集Ｍ与
等倾线Ｌ２ 的交点为Ｐ（ｘＰ，ｈ），同样，系统 （４）存在唯一的轨线Ｓ２ 与脉冲集相切于点Ｐ。
下面根据焦点Ｅ＊（ｘ＊，ｙ＊）的不同位置，利用脉冲微分方程几何理论［１２］，讨论系统（４）的阶一周期解的

存在性，根据实际情况，只考虑ｙ＊ ≥ｈ－λ的情形。
情况Ⅰ　ｙ＊ ≥ｈ
设系统轨线Ｓ１ 与脉冲集Ｍ 交于Ａ１（ｘＡ１，ｈ）点，Ａ１ 发生脉冲后的相点为Ａ

＋
１（ｘＡ＋１，ｈ－λ），这里ｘＡ＋１ ＝

ｃ＋（１－ｐ）ｘＡ１ 。

ａ）如果ｘＡ＝ｘＡ＋１ （图３），此时，后继函数ｆ（Ａ）＝ｘＡ＋１ －ｘＡ＝０，则系统 （４）存在阶一周期解。

ｂ）如果ｘＡ＞ｘＡ＋１ （图４），此时，后继函数ｆ（Ａ）＝ｘＡ＋１ －ｘＡ＜０。在ｙ＝ｈ－λ上选取一点珡Ａ（ｘ珡Ａ，ｈ－λ），
使得珡Ａ充分接近Ａ（即ｘＡ－ε＜ｘ珡Ａ ＜ｘＡ ，ε为充分小的正数），从珡Ａ出发的轨线交脉冲集于珡Ａ１（ｘ珡Ａ１，ｈ），发
生脉冲后的相点为珡Ａ＋１ ，由于珡Ａ充分接近Ａ，因而轨线珡Ａ珡Ａ１无限接近轨线ＡＡ１，于是，ｆ（珡Ａ）＝ｘ珡Ａ＋１ －ｘ珡Ａ ＜０。
另一方面，在ｙ＝ｈ－λ上选取一点Ｂ（ｘＢ，ｈ－λ）满足０＜ｘＢ＜ｘＡ＋１ ，从Ｂ出发的轨线交脉冲集于Ｂ１（ｘＢ１，

ｈ），发生脉冲后的相点为Ｂ＋
１ （ｘＢ＋１ ，ｈ－λ），ｘＢ＋１ ＝ｃ＋（１－ｐ）ｘＢ１，由脉冲微分方程解的存在唯一性定理，ｘＡ１

＜ｘＢ１ ，从而ｘＡ＋１ ＜ｘＢ＋１ ，于是，Ｂ点的后继函数ｆ（Ｂ）＝ｘＢ＋１ －ｘＢ＞０，由引理３，系统 （４）存在阶一周期解。

图３　ｙ＊≥ｈ，ｘＡ＝ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．３　ｙ＊ ≥ｈ，ｘＡ＝ｘＡ＋１

图４　ｙ＊≥ｈ，ｘＡ＞ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．４　ｙ＊ ≥ｈ，ｘＡ ＞ｘＡ＋１

图５　ｙ＊≥ｈ，ｘＡ＜ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．５　ｙ＊ ≥ｈ，ｘＡ ＜ｘＡ＋１
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Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｈａｎｄｏｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ａｎｄ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ
　　ｃ）如果ｘＡ＜ｘＡ＋１ （图５），有ｆ（Ａ）＝ｘＡ＋１ －ｘＡ＞０，在ｙ＝ｈ－λ上存在一点Ｂ（ｘＢ，ｈ－λ）满足ｘＡ＋１ ｘＢ＜
Ｋ，从Ｂ出发的轨线交脉冲集于Ｂ１（ｘＢ１，ｈ），发生脉冲后的相点为Ｂ

＋
１ （ｘＢ＋１ ，ｈ－λ），ｘＢ＋１ ＝ｃ＋（１－ｐ）ｘＢ１，那

么ｆ（Ｂ）＝ｘＢ＋１ －ｘＢ＜０，由引理３，系统（４）存在阶一周期解。
综上讨论，可得定理３。
定理３　如果（Ｈ１），（Ｈ３）或（Ｈ１），（Ｈ４）成立，并且ｙ＊ ≥ｈ，系统 （４）存在阶一周期解。
情况Ⅱ　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ。
根据轨线Ｓ１ ，Ｓ２ 与相集及脉冲集的位置关系，分以下三种情况讨论。

１）轨线Ｓ１ 与脉冲集Ｍ 交于点Ａ１（ｘＡ，ｈ）。

ａ）如果ｘＡ＝ｘＡ＋１ （图６），有ｆ（Ａ）＝ｘＡ＋１ －ｘＡ＜０，则系统（４）存在阶一周期解。

ｂ）如果ｘＡ＞ｘＡ＋１ （图７），有ｆ（Ａ）＝ｘＡ＋１ －ｘＡ＜０，在ｙ＝ｈ－λ上选取一点珡Ａ（ｘ珡Ａ，ｈ－λ）充分接近Ａ（即ｘＡ
－ε＜ｘ珡Ａ＜ｘＡ，ε为充分小的正数），类似于图４，轨线珡Ａ珡Ａ１ 无限接近轨线ＡＡ１，于是，ｆ（珡Ａ）＝ｘ珡Ａ＋１ －ｘ珡Ａ＜０。另
一方面，在ｙ＝ｈ－λ上存在一点Ｂ（ｘＢ，ｈ－λ）满足０＜ｘＢ＜ｘＡ＋１ ，从Ｂ出发的轨线交脉冲集于Ｂ１（ｘＢ１，ｈ），发
生脉冲后的相点为Ｂ＋

１ ，则ｘＡ＋１ ＜ｘＢ＋１ ，那么ｆ（Ｂ）＝ｘＢ＋１ －ｘＢ＞０，故系统（４）存在阶一周期解。

ｃ）如果ｘＡ＜ｘＡ＋１ （图８），有ｆ（Ａ）＝ｘＡ＋１ －ｘＡ＞０，在ｙ＝ｈ－λ存在一点Ｂ（ｘＢ，ｈ－λ）满足ｘＡ＋１ ｘＢ＜Ｋ，
从Ｂ出发的轨线交脉冲集于Ｂ１ ，发生脉冲后的相点为Ｂ＋

１ ，那么ｆ（Ｂ）＝ｘＢ＋１ －ｘＢ＜０，系统 （４）存在阶一周
期解。

图６　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ１），ｘＡ＝ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．６　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ１），ｘＡ＝ｘＡ＋１

图７　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ１），ｘＡ＞ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．７　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ１），ｘＡ＞ｘＡ＋１

图８　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ１），ｘＡ＜ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．８　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ１），ｘＡ＜ｘＡ＋１

２）轨线Ｓ１ 与脉冲集Ｍ相切于Ａ１（ｘＡ１，ｈ）。此时Ｓ１ 与Ｓ２ 重合（图９，１０，１１），可依照情况Ⅱ１）进行讨论。

图９　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ２），ｘＡ＝ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．９　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ２），ｘＡ＝ｘＡ＋１

图１０　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ２），ｘＡ＞ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．１０　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ２），ｘＡ＞ｘＡ＋１

图１１　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ２），ｘＡ＜ｘＡ＋１
Ｆｉｇ．１１　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ２），ｘＡ＜ｘＡ＋１
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　　３）轨线Ｓ１与脉冲集Ｍ 无交点。考察轨线Ｓ２ ，设轨线Ｓ２从相集Ｎ上点Ｄ（ｘＤ，ｈ－λ）出发，与脉冲集相
切于点Ｄ１ ，脉冲后的相点为Ｄ＋

１ ，这里点Ｄ１ 即为图２中的点Ｐ。

ａ）如果ｘＤ＝ｘＤ＋１ （图１２），有ｆ（Ｄ）＝ｘＤ＋１ －ｘＤ＝０，则系统 （４）存在阶一周期解。

ｂ）如果ｘＤ＞ｘＤ＋１ （图１３），有ｆ（Ｄ）＝ｘＤ＋１ －ｘＤ＜０，在ｙ＝ｈ－λ上存在一点Ｂ满足０＜ｘＢ＜ｘＤ＋１ ，从Ｂ出
发的轨线交脉冲集于Ｂ１ ，发生脉冲后的相点为Ｂ＋

１ ，则ｘＤ＋１ ＜ｘＢ＋１ ，那么ｆ（Ｂ）＝ｘＢ＋１ －ｘＢ＞０，故系统 （４）存
在阶一周期解。

ｃ）如果ｘＤ＜ｘＤ＋１ ，有ｆ（Ｄ）＝ｘＤ＋１ －ｘＤ＞０，设轨线Ｓ２ 交相集于点Ｈ（ｘＨ，ｈ－λ），以Ｈ 作为初始点有两
种情况：

（ｃ１）ｘＤ＋１ ≥ｘＨ（图１４），ｆ（Ｈ）＝ｘＤ＋１ －ｘＨ≥０，在ｙ＝ｈ－λ上存在一点Ｂ ，满足ｘＤ＋１ ＜ｘＢ＜Ｋ，从Ｂ出发
的轨线交Ｍ 于Ｂ１ ，发生脉冲后的相点为Ｂ＋

１ ，那么ｆ（Ｂ）＝ｘＢ＋１ －ｘＢ＜０，系统 （４）存在阶一周期解。
（ｃ２）ｘＤ＋１ ＜ｘＨ（图１５），此时系统 （４）不存在阶一周期解。

图１２　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ３），ｘＤ＝ｘＤ＋１
Ｆｉｇ．１２　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ３），ｘＤ＝ｘＤ＋１

图１３　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ３），ｘＤ＞ｘＤ＋１
Ｆｉｇ．１３　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ３），ｘＤ＞ｘＤ＋１

图１４　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ３），ｘＤ＜ｘＤ＋１
Ｆｉｇ．１４　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，

ＣａｓｅⅡ３），ｘＤ＜ｘＤ＋１

图１５　ｈ－λ≤ｙ＊＜ｈ，情况Ⅱ３），

ｘＤ＜ｘＤ＋１ ，系统（４）不存在阶一周期解

Ｆｉｇ．１５　ｈ－λ≤ｙ＊ ＜ｈ，ＣａｓｅⅡ３），ｘＤ＜ｘＤ＋１

　　定理４　如果（Ｈ１），（Ｈ３）或（Ｈ１），（Ｈ４）成立，ｈ－λ≤
ｙ＊ ＜ｈ，

（Ａ１）若轨线Ｓ１ 与脉冲集Ｍ 有交点，从Ａ（ｘＡ，ｈ－λ）
出发的轨线Ｓ１ 与脉冲集相交或相切于点Ａ１（ｘＡ１，ｈ），Ａ１
发生脉冲后的相点为Ａ＋１（ｘＡ＋１，ｈ－λ），此时系统 （４）存在
阶一周期解。

（Ａ２）若轨线Ｓ１与脉冲集Ｍ没有交点，从Ｄ（ｘＤ，ｈ－λ）
出发的轨线Ｓ２ 与脉冲集相切于Ｄ１（ｘＤ１，ｈ）点，Ｄ１ 发生脉
冲后的相点为Ｄ＋１（ｘＤ＋１，ｈ－λ），则

１）若ｘＤ≥ｘＤ＋１ ，系统 （４）存在阶一周期解。

２）当ｘＤ＜ｘＤ＋１ 时，若ｘＤ＋１ ≥ｘＨ，系统 （４）存在阶一周
期解；若ｘＤ＋１ ＜ｘＨ，系统不存在阶一周期解，其中，Ｈ（ｘＨ，

ｈ－λ）为Ｓ２ 与相集Ｎ 的交点。
下面讨论周期解的稳定性。
定理５　设 （ξ（ｔ），η（ｔ））是系统 （４）的初始点为Ｃ０（ξ０，ｈ－λ）的Ｔ周期解，若
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μ ＝
ｈ（ξ０－ｃ）（α－β

ｈ－λ
ξ０

）

ξ０（ｈ－λ）（α－β
ｈ（１－ｐ）
ξ０－ｃ

）
ｅ－αＴｅｘｐ∫

Ｔ

０

ξ
３（ｔ）－ａｂξ（ｔ）

（ａ＋ξ（ｔ））
２（ｂ＋ξ（ｔ））

２η（ｔ）－ξ（ｔ（ ））ｄ［ ］ｔ ＜１，

则该周期解 （ξ（ｔ），η（ｔ））是轨道渐近稳定的。
证明：设Π（Ｃ０，ｔ）是以Ｃ０（ξ０，ｈ－λ）为初始点的闭轨线，Π（Ｃ０，ｔ）交脉冲集Ｍ 于Ｃ１（ξ（Ｔ），η（Ｔ）），Ｃ１

点发生脉冲后的相点为Ｃ＋１（ξ（Ｔ＋），η（Ｔ＋））。即Π（Ｃ０，Ｔ）＝Ｃ１ ，Ｃ＋１ ＝φ（Ｃ１）＝Ｃ０ ，这里，ξ（Ｔ＋）＝ （１－

ｐ）ξ（Ｔ）＋ｃ，η（Ｔ＋）＝η（Ｔ）－λ＝ｈ－λ，ξ（Ｔ）＝ξ
０－ｃ
１－ｐ

，η（Ｔ）＝ｈ。

系统 （４）中，Ｐ（ｘ，ｙ）＝ｘ　１－（ ）ｘ －
ｘ２

（ａ＋ｘ）（ｂ＋ｘ）ｙ
，Ｑ（ｘ，ｙ）＝ｙα－β（ ）ｙｘ ，并且α（ｘ，ｙ）＝ｃ－ｐｘ，

β（ｘ，ｙ）＝－λ，Φ（ｘ，ｙ）＝ｙ－ｈ。于是，有
Ｑ
ｙ＝δ－

２βｙ
ｘ
，Ｐ
ｘ＝

１－２ｘ－
（ａ＋ｂ）ｘ２＋２ａｂｘ
ａ＋（ ）ｘ　２（ｂ＋ｘ）２

ｙ，并且αｘ＝－ｐ
，

α
ｙ＝

０，β
ｘ＝

０，β
ｙ＝

０，Φ
ｘ＝

０，Φ
ｙ＝

１。

κ＝

β
ｙ
·Φ
ｘ－

β
ｘ
·Φ
ｙ＋

Φ
（ ）ｘ Ｐ＋＋ α

ｘ
·Φ
ｙ－

α
ｙ
·Φ
ｘ＋

Φ
（ ）ｙ Ｑ＋

Φ
ｘ
Ｐ＋Φｙ

Ｑ
＝

（１－ｐ）Ｑ（ξ（Ｔ＋），η（Ｔ＋））
Ｑ（ξ（Ｔ），η（Ｔ））

＝
（１－ｐ）（ｈ－λ）（α－β

ｈ－λ
ξ０

）

ｈ（α－βｈ
（１－ｐ）
ξ０－ｃ

）
。

μ＝κｅｘｐ∫
Ｔ

０

Ｐ
ｘ＋

Ｑ
（ ）ｙ ｄ［ ］ｔ ＝κｅｘｐ∫

Ｔ

０
１－２ｘ－

（ａ＋ｂ）ｘ２＋２ａｂｘ
ａ＋（ ）ｘ　２（ｂ＋ｘ）２

ｙ＋δ－２βｙ（ ）ｘ ｄ［ ］ｔ ＝

κｅｘｐ∫
Ｔ

０
１－ｘ－ ｘ

ａ＋（ ）ｘ （ｂ＋ｘ）ｙ＋
２（α－βｙｘ

）－α＋ ｘ３－ａｂｘ
ａ＋（ ）ｘ　２（ｂ＋ｘ）２

ｙ－（ ）ｘ ｄ［ ］ｔ ＝

ｈ（ξ０－ｃ）（α－β
ｈ－λ
ξ０

）

ξ０（ｈ－λ）（α－β
ｈ（１－ｐ）
ξ０－ｃ

）
ｅ－αＴｅｘｐ∫

Ｔ

０

ξ
３（ｔ）－ａｂξ（ｔ）

（ａ＋ξ（ｔ））
２（ｂ＋ξ（ｔ））

２η（ｔ）－ξ（ｔ（ ））ｄ［ ］ｔ 。

由引理４，若

μ ＝
ｈ（ξ０－ｃ）（α－β

ｈ－λ
ξ０

）

ξ０（ｈ－λ）（α－β
ｈ（１－ｐ）
ξ０－ｃ

）
ｅ－αＴｅｘｐ∫

Ｔ

０

ξ
３（ｔ）－ａｂξ（ｔ）

（ａ＋ξ（ｔ））
２（ｂ＋ξ（ｔ））

２η（ｔ）－ξ（ｔ（ ））ｄ［ ］ｔ ＜１，

则系统 （４）的周期解轨道渐近稳定。证毕。

４　数值模拟及其生态意义

下面利用数值模拟的方法来分析系统 （４）的动力学性态及其生态意义。令ａ＝０．１，ｂ＝０．０１，α＝
０．４，β＝０．４，则Ｅ＊ 为（０．２８５，０．２８５），系统 （４）化为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ

（１－ｘ）－ ｘ２
（０．１＋ｘ）（０．０１＋ｘ）ｙ

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ

（０．４－０．４ｙｘ
烅

烄

烆
）

，ｙ＜ｈ；
Δｘ＝ｃ－ｐｘ
Δｙ＝－｛ λ

，ｙ＝ｈ；ｘ（０）＞０，ｙ（０）＞０。 （８）

根据初值点的不同位置及参数ｈ，ｃ，ｐ，λ的不同取值，对系统（８）进行数值模拟。

１）取初值点Ｃ０（０．５，０．２３），ｈ＝０．２５，λ＝０．２，ｃ＝０．０５，ｐ＝０．２，此时ｙ＊ ＝０．２８５＞ｈ，对应于情况

Ⅰ，系统（８）存在阶一周期解（图１６）。
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２）取初值点Ｃ０（０．２，０．１），ｈ＝０．３５，λ＝０．２，ｃ＝０．１，ｐ＝０．２，此时ｈ－λ＜ｙ＊ ＝０．２８５＜ｈ，对应于
情况 Ⅱ，系统（８）存在阶一周期解（图１７）。

图１６　 初值点Ｃ０（０．５，０．２３），ｈ＝０．２５，λ＝０．２，ｃ＝０．０５，ｐ＝０．２

Ｆｉｇ．１６　Ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｏｉｎｔ　Ｃ０（０．５，０．２３），ｈ＝０．２５，λ＝０．２，ｃ＝０．０５，ｐ＝０．２

图１７　 初值点Ｃ０（０．２，０．１），ｈ＝０．３５，λ＝０．２，ｃ＝０．１，ｐ＝０．２

Ｆｉｇ．１７　Ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｏｉｎｔ　Ｃ０（０．２，０．１），ｈ＝０．３５，λ＝０．２，ｃ＝０．１，ｐ＝０．２

３）取初值点Ｃ０（０．２，０．１），ｈ＝０．４，λ＝０．２，ｃ＝０．１，ｐ＝０．２，此时ｈ－λ＜ｙ＊ ＝０．２８５＜ｈ，对应于
情况 Ⅱ，系统（８）不存在阶一周期解（图１８）。

图１８　 初值点Ｃ０（０．２，０．１），ｈ＝０．４，λ＝０．２，ｃ＝０．１，ｐ＝０．２

Ｆｉｇ．１８　Ｉｎｉｔｉａｌ　ｐｏｉｎｔ　Ｃ０（０．２，０．１），ｈ＝０．４，λ＝０．２，ｃ＝０．１，ｐ＝０．２

从图１６可以看出，若状态脉冲控制的阈值ｈ＝０．２５，此时，系统 （８）存在阶一周期解，即捕食者的经济
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Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ
临界值小于ｙ＊ 时，收获捕食者是可以持续进行的。比较图１７和图１８，图１７中ｈ的取值为０．３５，系统存在
阶一周期解，可以持续进行收获；图１８中ｈ的取值为０．４，系统不存在阶一周期解，因而，若捕食者的经济临
界点取值过大，可能导致有限收获次数的发生。因而，在实际生产中，可以通过适当选取经济临界值及控制
参数，保证系统可以持续收获，从而获取最大收益。
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