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摘　要:以害虫综合防治数学建型为启迪,对生物数学研究的一些相关问题开展了一系列的研究．从实际问题出发,

我们分别建立了 “常微分方程模型”以及对应的 “周期脉冲控制模型”;随着害虫综合防治常态化管理和环境污染常

态化防治的兴起,我们建立了 “状态脉冲反馈控制系统”模型,简称 “半连续动力系统”模型,提出了 “半连续动力

系统”相关的概念,创建了其基本理论,并且作了系统性的研究,例如:半连续动力系统的周期解以及周期解的稳定

性、同宿轨和同宿分支、异宿轨和异宿分支以及 “双边控制系统”等概念及其判定定理的研究;进一步将 “半连续动

力系统”相应的理论和方法应用于生物数学其他方面的一些相关问题的研究．本文以数学模型为载体,归纳总结了

近十多年来对生物数学的研究历程,指出了当前研究中尚待解决的问题．
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１　控制害虫方法的几类数学模型

数学模型是能够表现和描述真实世界某些现象、特征和状况的数学系统,由于其能定量地描述生

命物质运动的过程,从而可以将一个复杂的生物学问题转变成一个数学问题,通过对数学模型的逻辑

推理、求解和运算,获得对生物现象客观规律的解释,达到对生命现象进行研究的目的．生物数学是生

物学与数学之间的边缘学科,是在生物学的不同领域中应用数学工具对生命现象进行研究的学科．它

以数学方法研究和解决生物学问题,并对与生物学有关的数学方法进行理论研究．其一般方法是建立

被研究对象的数学模型并对其进行定性和定量研究,主要应用的数学方法有:微分方程、线性代数、
概率论和数理统计、抽象代数、拓扑学以及突变理论等,电子计算机的发展使生物数学的研究又有了

新的突破．
在世界范围内,害虫对农业的威胁与日俱增．如何减少害虫对农作物和重要植被的危害,保护人

类的粮食安全和生态环境,在农业发展中有效控制害虫数量已经成为重要问题之一．本文以害虫防治

为例,阐述我们研究生物数学的起源及其部分发展．
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１．１　连续捕杀害虫的数学模型

１９７６年,受C．W．Clark著作 «MathematicalBioeconomics:TheOptimalManagementofRenewal
Resources»的影响,我们开始研究农、林业害虫的综合防治问题．书中描述防治害虫控制的数学模型

如下:

dx/dt＝ay－bx－αx,

dy/dt＝cx－dy－βy,{ (１)

其中:x 表示幼年种群密度;y 表示成年种群密度;a 表示害虫成年的出生率;c表示害虫幼年到成年

的转化率;b和d 分别表示害虫的幼年和成年的自然死亡率;α 和β分别表示害虫幼年和成年被杀死

率．一般地,模型(１)可表示如下数学模型．
１)连续捕杀害虫阶段结构数学模型

dx/dt＝f(x,y)－αx,

dy/dt＝g(x,y)－βy,{ (２)

其中,f(x,y),g(x,y)为连续函数．数学模型(２)表明:控制害虫的方式是连续捕杀,这种模型只适

合于灯光诱捕和气味诱捕器捕杀害虫的控制方式,而这种方式不能大量地灭杀害虫,适用于果林或者

生态菜园,被称为生物防治害虫．
２)连续释放天敌来捕杀害虫的数学模型

在农业中常常利用释放天敌来捕杀害虫的方法,以达到控制害虫数量的目的．为此建立了如下捕

食数学模型:

dx/dt＝f(x,y),

dy/dt＝g(x,y)＋p,{ (３)

其中:x 表示害虫的密度;y 表示天敌的密度;P 为天敌的增加量．模型(３)使用背景,如培养金龟子

捕食蚜虫．
病毒可使害虫染病,而且染病的病虫还可以传染其他未中毒的害虫．例如:释放昆虫病毒,使得由

于害虫被昆虫病毒感染而使害虫的数量减少．为此有如下模型(４)．
３)连续投放病毒的SI相互作用数学模型

dS/dt＝αS－βSI－kS,

dI/dt＝βSI－θI＋kS,{ (４)

其中:S 表示害虫的密度;I表示病毒的密度．
通常,农、林业中常用的方式是喷洒农药消灭害虫,但是喷洒农药,不能是连续地杀灭害虫,而是

有季节式地实施喷杀．例如常规的春天害虫增长季节和秋季害虫繁殖季节打农药杀虫．这样,微分方程

(２)就不能准确描述这一客观现象,为此,从２０００年开始我们就把固定时刻脉冲微分方程的理论[１]应

用于农、林业害虫综合防治的建模．
１．２　固定时刻脉冲系统研究 “植物病虫害的综合治理”的数学模型

正因为数学模型(２)不能够很好地描述用喷洒农药的方式消灭害虫以及描述这种季节式地实施喷

杀害虫的方式,由此产生了时间脉冲微分方程,即周期性地捕杀害虫．此类控制害虫的固定时刻喷洒

农药的一般数学模型如下:

dx/dt＝xp(x,y)

dy/dt＝yq(x,y)},t≠kτ,

Δx＝－αx
Δy＝－βy},t＝kτ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５)

这里Δy＝yt＋( ) －y(t),Δx＝x(t＋ )－x(t)．其中:x 表示幼年种群密度;y 表示成年种群密度;τ表

示控制周期,每经过一段时间τ喷洒一次农药,使得幼年害虫的密度降为 １－α( )x,成年种群密度降为

１－β( )y,这里０＜α,β＜１．我们研究了模型(５)的周期解的存在性和稳定性,也就是杀灭害虫或控制

害虫需要喷洒农药的强度和操作规律[２Ｇ６]．
２
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１．２．１　固定时刻投放天敌防治害虫的方法

喷洒一定数量的杀虫剂尽管可以迅速地杀死一部分害虫,但是,长期使用杀虫剂会带来环境的恶

化,加速破坏生态平衡等．为此考虑生物防治害虫,即周期性地释放天敌来捕杀害虫的方法,以达到控

制害虫数量的目的．周期性地投放天敌控制害虫的固定时刻脉冲的一般数学模型如下:

dx/dt＝p(x,y)

dy/dt＝q(x,y)},t≠kτ,

Δx＝０
Δy＝Υ},t＝kτ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(６)

其中:x 表示害虫的密度;y表示天敌的密度;τ为控制周期,每经过一段时间τ,释放天敌的数量为Υ．
使用背景:如培养赤眼蜂定期投放到玉米地捕杀玉米螟．
同样,我们也研究了模型(６)的周期解的存在性和稳定性,也就是灭杀害虫或控制害虫需要释放

天敌的强度和操作規律[７Ｇ１０]．
１．２．２　固定时刻投放病毒的数学模型[１１]

由于病毒可使害虫染病而且染病的病虫还传染其他未中毒的害虫,因此定期投放病毒,可以达到

控制害虫的目的．
ds/dt＝αs－βsi
di/dt＝βsi－θi},t≠kτ,

Δs＝－ds
Δi＝ds },t＝kτ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(７)

其中:s表示害虫的密度;i表示病毒的密度;α,β,θ为正数,α为害虫的生长率;β为病毒的传染率;

θ为病毒的死亡率．
研究了模型(７)的周期解的存在性和稳定性,也就是灭杀害虫或控制害虫需要释放病毒的强度和

操作規律[１１Ｇ２３]．
针对固定时刻脉冲系统研究 “植物病虫害的综合治理”,我们得到了一系列的成果,完成了几十篇

论文,这些文章也得到了国内外高引用率．但是当我们到农、林业实地推广时,发现还有许多不足之

处:周期性控制害虫,理论上得到了很好的控制,然而实际生活中,害虫发生的时间规律性会有变化,
甚至没有发生周期,有的根本没有规律性．因此固定时刻喷洒农药的操作方法在实际应用中有不足之

处,有许多例子可以说明．
例１　２０１４年,内蒙古额济纳旗多个乡镇草场苦豆子遭受 “贪夜蛾”虫害侵袭,发生面积１００万

亩,严重发生面积４５万亩,呈现出 “盛夏枯黄”的景象．草场牧草损失达１７００多万公斤,直接经济损

失近７００万元,这种现象１９９６年曾发生过一次,相隔１８年后毫无规律地又发生．
例２　２０１９年,我国从南至北贪夜蛾虫害大发作．害虫起初发生在南方广东一带,以前没有发生

的记载,害虫引起大片玉米绝收．随着时间变化,受灾面积不断向北扩散,直到长江边才引起人们重

视．这时才开始投放大量农药控制害虫为时已晚．
以上两个例子说明只用本节建立的固定时刻脉冲系统研究 “植物病虫害的综合治理”的模型是不

够的,因此,有必要建立依据害虫发展的 “状态”控制害虫的模型．
为了解决这个问题,我们建立了状态脉冲微分方程,即依据害虫发展的 “状态”而不仅是依据害

虫发生的 “周期”控制害虫．
１．３　状态依赖脉冲系统研究 “植物病虫害的综合治理”

近年来,人工林、次生林与原始林特别是果树园区都建立 “护林员”,河道生态管理建成 “河长制”,
使森林保护、生态安全与环境保护 “常态化”,也就是依据 “状态”实行保护措施．为此,我们建立了简称

为 “半连续动力系统”(semiＧcontinuousdynamicsystem,SCDS)的 “脉冲状态反馈控制动力系统”[２４]．
由于 “半连续动力系统”是由实际问题出发建立的新的系统,没有现成的理论和方法可借鉴,为

此,我们参照常微分方程定性理论,对应建立了一套研究脉冲状态反馈控制动力系统的理论．
３
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２　“半连续动力系统”基础理论与研究方法的建立

为了便于说明我们的研究过程,表明常微分方程定性理论与半连续动力系统理论基础理论的区别

与联系,用 ODE(ordinarydifferentialequation)表示 “常微分方程定性理论”,对应地,半连续动力系

统基础理论用SCDS表示．设P x,y( ) 和Q x,y( ) 为连续可微函数,定义数学模型如下．
常微分方程(ODE)的模型如下:

dx/dt＝P(x,y),

dy/dt＝Q(x,y)．{
对应于半连续动力系统(SCDS)的数学模型如下:

dxt( )/dt＝P x,y( )

dyt( )/dt＝Q x,y( ) },x,y( ) ∉A(x,y),

x＋ ＝αx,y( )

y＋ ＝βx,y( ) },x,y( ) ∈A(x,y)．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(８)

其中,x,y( ) ∈R２,分别用x＋ ＝xt＋( ) ,y＋ ＝yt＋( ) 简化式子,且P(x,y),Q(x,y),α(x,y)和β(x,

y)都是从R２映射到R２的连续函数,A(x,y)⊂ R２ 表示脉冲集．对于脉冲集上任意一点zx,y( ) ∈Α,
映射I:R２→R２被定义为:

z＋ ＝Iz( ) ＝ αx,y( ) ,βx,y( )( ) ＝ x＋ ,y＋( ) ∈R２,

z＋ 被称为点z的一个脉冲点．
２．１　轨线段的定义

定义１　常微分方程(ODE)轨线段(图１)
设f A,t( ) 为过直线n 上点A 的 ODE系统的轨线,若在一定时间T 之后又与直线n 交于一点

B,f(A,T)＝B,则AB 弧段称为这 ODE系统的一 “轨线段”．
定义２　半连续动力系统(SCDS)阶１轨线段(图２)
记M 为脉冲集,N 为相集,设相集上过点A 的SCDS系统中常微分方程的轨线f A,t( ) ,若在

一定时间之后又与脉冲集M 表示的曲线交于一点A１,又由点A１脉冲到相集表示的曲线上一点B,则

SCDS的阶１轨线段为常微分方程的轨线段AA１及脉冲线A１B．
注意:轨线f A,t( ) 在与脉冲集相交之前可能先与相集N 相交于多个点C１,C２,．

图１　ODE轨线段示意图 图２　SCDS阶１轨线段示意图

２．２　后继函数的定义

定义３[２５]　ODE(常微分方程)后继函数(图３)
设f A,t( ) 为过直线n 上点A 的ODE系统的轨线,若在一定时间之后又于直线n 上任取一点O,

以O 为原点建立坐标系,设O、A０和A 的坐标分别为０、a０和a,这样,以A０为A 的后继点,点A 的

ODE后继函数为f０ A( ) ＝a０－a．
定义４　SCDS(半连续动力系统)阶１后继函数(图４)
在阶１轨线段AB 的相集N 上定义坐标系,设点A 坐标为a,点B 坐标为b,称B 为A 的阶１后

继点,点A 的阶１后继函数fs(A)＝b－a．
注意:阶１轨线段AB 与相集N 可能有多个交点．

４
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图３　ODE后继函数 图４　SCDS后继函数

２．３　周期解的定义

定义５[２５]　ODE(常微分方程)周期解(极限环)

图５　ODE(常微分方程)周期解示意图

设AB 弧段为 ODE系统的轨线段,当A＝
B 时,轨线段AB 变成周期解L,即后继函数

f０(A)＝０．若P(x,y)和Q x,y( ) 为连续可

微函数,则 ODE系统的周期解L 为凸闭曲线．
孤立周期解称为极限环．

定义６[２６]　SCDS(半连续动力系统)阶１
周期解

设AB 弧段称为SCDS系统的轨线段,当

A＝B 时,阶１轨线段变成阶１周期解,即后继函数fs(A)＝０．如图６所示．

图６　阶１周期解示意图

２．４　周期解的特性

２．４．１　ODE(常微分方程)周期解L 的特点

图７　ODE周期解L

L 为闭曲线,若:

１)过L 外任一点A 的轨线永远保持在L 的外面;

２)过L 内任一点B 的轨线永远保持在L 的内部,
则L 为单向接近凸闭周期解,如图７所示．
２．４．２　SCDS(半连续动力系统)阶１周期解的分类

设弧段AA１为阶１周期解,对于A 左边充分小邻域内任意一

点B 出发的阶１轨线段BB１,点B∗ 仍保留在点A 的左边,则称AA１为单向接近凸闭阶１周期解,如

图８所示．
图８(b)的阶１周期解AA１不满足上述单向接近条件,则称阶１周期解AA１为非单向接近阶１周期解．
图８(c)的阶１周期解虽满足上述单向接近条件但非凸,AA１A２A３称非凸闭单向接近阶１周期解．

图８　半连续动力系统阶１周期解

５
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２．５　周期解的存在性

２．５．１　周期解存在性判定的后继函数法

２．５．１．１　ODE(常微分方程)周期解的存在性判定的后继函数法

定理１[２５]　在无切线段OA 上同时存在点A 和B,在OA 上建立坐标系,并设点O、A 和B 的坐

图９　常微分方程的阶１周期解

标分别为０、a 和b,点 A 和B 的后继函数分别为f０(A)＞０和

f０(B)＜０,则存在周期解,如图９所示．
２．５．１．２　SCDS(半连续动力系统)阶１周期解的存在性判定的后　
　　　 继函数法

定理２[２６]　若在相集N 上存在点A、点B 和脉冲参数α１,在

N 上建立坐标系,设点A 的后继点为A∗ ,点B 的后继点为B∗ ,
点A 坐标为a,点B 坐标为b,若:

fα１
S (A)＜０,fα１

S (B)＞０,

图１０　半连续动力系统的阶１周期解

则A 与B 之间必存在一点C,有fα１
S (C)＝０,即存在阶１周期

解C[２４,２６Ｇ３６],如图１０所示．
２．５．２　周期解存在性的Bendixon环域法

２．５．２．１　ODE(常微分方程)周期解的存在性的Bendixon环域法

定义７[２５]　环域G 的外边界线Γ１和内边界线Γ２均由曲线

段或直线段组成边界线S,微分方程轨线与边界线S 相交,均

由区域G 外指向G 内,环域G 内不存在系统的平衡点,则环域

G 称为 ODE系统的Bendixon环域,如图１１所示．
定理３[２５]　ODE系统的Bendixon环域内必存在 ODE周期解．

２．５．２．２　SCDS(半连续动力系统)周期解的存在性的Bendixon环域法

定义８[３７]　如图１２所示,存在一个闭区域G,其中:

１)CD 为脉冲集线段,AB 为相集线段;

２)若干条无切线段(直线段或曲线段)与线段CD 和AB 组成一封闭曲线S 作为闭区域G 的边界线;

３)系统(２)的微分方程轨线与边界线S 相交,除脉冲线段CD 外,均由区域G 外指向G 内;

４)环域G 内不存在系统的平衡点,
则环域G 称为SCDS系统的Bendixon环域．

图１１　ODEBendixon环域 图１２　SCDSBendixon环域

　　定理４[３７]　SCDS系统的Bendixon环域G 内必存在SCDS系统的阶１周期解．
２．６　ODE和SCDS的同宿轨和同宿分支

２．６．１　ODE(常微分方程)同宿轨及同宿分支[２５]定义

１)ODE同宿轨

ODE(常微分方程)相平面上存在奇点:O 为焦点,N 为鞍点,N 的两条分界线L＋ 和L－ ．在一定

条件下,L＋ 和L－ 可以连接形成一环形成轨线,如图１３所示,其中,L＋ ＋N＋L－ 为同宿轨．
２)ODE同宿分支

记奇点O 与奇点N 的连线ON 直线的交点为B,显然在线段AB 上系统的向量方向为从上向下,
６
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　　　图１３　同宿轨示意图　　　　　　　图１４　ODE同宿分支

若O 为稳定焦点,这样,由定理４可

知Bendixon环域存在围绕焦点O１的

闭轨线．如图１４所示．
２．６．２　SCDS(半连续动力系统)同宿

轨和同宿分支

举例来说明SCDS系统．式(９)为
具有常量收获的捕食模型:

x

＝xa－bx－cy( )

y

＝y(rx－d)－F },x＞h,

Δx＝τ
Δy＝－βy},x＝h,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(９)

其中:x 表示养鱼的食物的数量,例如藻类的浓度;y 表示鱼的数量．M 为脉冲集,即 M ＝
(x,y)|x＝h,y≥０{ },N 为相集:N＝ (x,y)|x＝h＋τ,y≥０{ }．

１)SCDS同宿轨[３９Ｇ４５]

SCDS系统(９)的微分方程,在相平面上有两个奇点 H 和R,其中:H 为鞍点,R 为焦点．鞍点

H 的不稳定分界线L－ 与脉冲集 M 交于点A,H 的稳定分界线L＋ 与相集 N 交于点B,选择适当的

脉冲参数β,使点A 脉冲的相点正好为B,这样,HL－ABL＋H 构成一个 “SCDS同宿轨”．如图１５
所示．

　　 　　

　　　图１５　SCDS同宿轨　　　　 图１６　SCDS同宿分支

２)SCDS同宿分支

适当改变脉冲参数β为β１,满足０＜β１＜β
且β－β１≪１,对于脉冲参数β１,点A 脉冲的相

点为D,这样 HL－DBL＋H 构成一个环域,
并设这环域内没有其他的奇点,则这环域成为

Bendixon环域．因此其内存在SCDS阶１周期

解．如图１６所示．
２．７　异宿轨和异宿分支

２．７．１　ODE(常微分方程)异宿轨与异宿分支[２５]

１)ODE异宿轨

ODE(常微分方程)相平面上存在奇点:设R 为焦点,N１和N２为鞍点,N１的两条分界线 L＋
１ 和

L－
１ ,N２的两条分界线L＋

２ 和L－
２ ,在一定的条件下能使L－

２ 与L＋
１ 相连接,而且同时使L－

１ 与L＋
２ 相连接．

这样就形成了一个闭环路,N２L－
２L＋

１ N１L－
１L＋

２ 即为 ODE异宿轨,记为ΓN１N２．如图１７所示．
２)ODE异宿分支

设异宿轨ΓN１N２
内有唯一的奇点R x∗ ,y∗( ) 为稳定焦点．异宿轨ΓN１N２

在一定的扰动下,环形轨线

　　　 　　　

　　　　　图１７　ODE异宿轨　　　　　　图１８　ODE异宿分支

会破裂,设扰动后L－
２ 和L＋

１ 与x＝
x∗ 的交点分别为A 和B,由向量

场方向可知,在 AB 线段上向量

场方向是由右向左,又R 为稳定

焦点,这就构成一个 Bendixon环

域,因此环域内存在周期解(极限

环)．如图１８所示．
２．７．２　SCDS(半连续动力系统)异宿轨与异宿分支[４５Ｇ４６]

１)SCDS异宿轨

以SCDS系统(１０)为例来说明SCDS异宿轨:

７
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dx/dt＝r(x－θ)(１－x/k)－qxy/(１＋qhx)

dy/dt＝aqy(x－b)/(１＋qhx) },y＜τ,

Δx＝－αx
Δy＝－βy},y＝τ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１０)

其中:x 为食饵种群密度;y 为捕食者种群密度,食饵种群为 Allee效应增长率．
SCDS系统(１０)的微分方程在相平面上仅有３个奇点N１、N２和R,其中N１、N２为鞍点,R 为稳

定焦点,N１的不稳定分界线和N２的稳定分界线重合在x 轴上,N２的不稳定分界线和脉冲线交于一点

A,N１不稳定分界线和相集线交于一点B,寻找一个脉冲参数β０,使得A 点的脉冲相点正好是B,这

样我们就得到一个环线N２ABN１N２即为所求的SCDS异宿轨．
２)SCDS异宿分支

SCDS异宿轨中已寻找到一个脉冲参数β０,在这个脉冲参数系统(１０)存在一个 SCDS异宿轨

N２ABN１N２,在此基础上再遵行参数扰动寻找另一参数β１ 满足０＜β１＜β０,β０－β１≪１．
对于脉冲参数β１,点A 的脉冲相点为D,D 点在点A 的右边,由相图可以看出,在线段上向量场

的方向是由上指向下,以下两种情况都可构成Bendixon环域,见图１９．

图１９　SCDS异宿分支

注:１)奇点R 在脉冲线AD 的上方;２)奇点R 在脉冲线下方,R 是稳定焦点．
２．８　Poincaré分支

２．８．１　ODE(常微分方程)系统Poincaré分支

以 ODE系统(１１)为例来说明:

图２０　ODE系统Poincaré分支

dx/dt＝－y－εx(x２＋y２－１－ε),

dy/dt＝x－εy(x２＋y２－１－ε),{ (１１)

作极坐标变换得:

dr/dt＝－εrr２－１－ε( ) ,dθ/dt＝１．
当ε＝０时,０,０( ) 为中心型奇点,Γ 也是中心型一系列闭轨

中的一个;当ε＞０时,Γ 仍保持是闭轨,Γ:r２＝１＋ε为唯一闭

轨,是一个极限环,是扰动产生的稳定极限环．如图２０所示．
２．８．２　SCDS系统 Poincaré分支

以SCDS系统(１２)为例来说明:

dx/dt＝y
dy/dt＝－x},x＜h,

x＋ ＝－ah
y＋ ＝by },x＝h,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１２)

脉冲集M 不动,相集N 向左作微小移动,也即a 由a＝１改变为a２＞１,则必存在b２＞１,使得阶１周

期解AB 仍保持为阶１周期解,且A 仍为B 的相点．这样,a２ 和b２ 脉冲函数仅保持AB 为阶１周期

解．其他的阶１周期解CD 等均破裂．可以证明AB 是轨线不稳定的．如图２１所示．

８
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图２１　SCDS系统 Poincaré分支

２．９　周期解稳定性的判定理论

２．９．１　ODE(常微分方程)周期解(极限环)的稳定性

设Γ 为系统

dx/dt＝f(x,y),

dy/dt＝g(x,y){ (１３)

的周期解,则Γ 必为凸闭曲线．在Γ 上任取一点O,过O 做闭曲线Γ 的法线On,以O 为原点,On 为

纵轴,Γ 在O 点的切线Os为水平轴建立移动坐标系．

图２２　极限环的稳定性

引理　若在法线On 上闭轨线的外部(内部)存在一个开区间

０,ε( ) ,使得在 ０,ε( ) 内任意一点A,过A 的后继函数均有f(A)＜０,
则闭轨线Γ 为外稳定(内稳定),如图２２所示．

定理５[２５]　若闭轨线Γ 的周期为T,且成立∫
T

０
(∂f
∂x＋

∂g
∂y

)dt＜０,

(＞０),则Γ 为稳定(不稳定)极限环．
２．９．２　SCDS系统单向接近凸闭阶１周期解的稳定性

考虑SCDS脉冲系统:

dx/dt＝P(x,y)

dy/dt＝Q(x,y)},y ＜y∗ ,

Δx＝－αx
Δy＝－βy},y＝y∗ ,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)

设SCDS系统(１４)有一个单侧渐近型阶１周期解Γ,Γ 的周期为T,其轨线如图２３所示．把脉冲线AB
改为A 和B 两点的连线,利用A a,yA( ) 、Bb,yB( ) 构造一个切换系统(１４)以之为闭轨线Γn:

dx/dt＝P(x,y)

dy/dt＝Q(x,y)}初值在相集N 上,

dx/dt＝(b－a)nh/T＝P１(x,y)

dy/dt＝n(yA－yB)/T＝Q１(x,y)}初值在脉冲集M 上．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

系统(１４)的周期解Γn 是一连续的凸闭轨线,其稳定性就可以用上述 ODE系统相类似的 “移动坐标

系”的方法,如图２４所示．由此得到如下定理:

定理６[２５]　若系统(１４)在周期轨线Γn 上成立∫
T＋

T
n

０
(∂P
∂x ＋

∂Q
∂y

)dt＜０,则Γn 为轨线渐近稳定的．

因为当n→¥时,Γn→Γ 且T/n＋T→T．
定理７[２７]　半连续动力系统(１４)若存在单侧渐近型凸闭阶１周期解Γ,其周期为T 并且在Γ 所存

在的区域G 中恒有

∂P
∂x＋

∂Q
∂y

＜０,

则阶１周期解Γ 为轨线稳定的．
对于一些特殊类型的模型有关单侧渐近型凸闭阶１周期解稳定性,也作了一系列的研究,可参考

９
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文献[４７Ｇ６５]．

图２３　单侧渐近型阶１周期解
图２４　Γn周期解

３　尚待解决的几个问题

３．１　ODE(常微分方程)极限环不存在性

定理８(Dulac定理)[２５]　若在单连通区域 G 中,存在一次连续可微定号函数 B x,y( ) ,使

∂
∂x

(Bf)＋
∂
∂y

(Bg)保持常号,且不在任何子区域中恒等于零,则 ODE系统

dx/dt＝f(x,y),

dy/dt＝g(x,y){ (１５)

不存在全部位于G 中的闭轨线与奇闭轨线．在SCDS(半连续动力系统)中尚未得到对应的Dulac定理．
３．２　ODE(常微分方程)极限环唯一性定理[２５]

已知 Vonderpol方程的一般形式:x


＋f(x)x

＋x＝０,相应的等价系统为:

dy/dt＝－x,

dx/dt＝y－F(x),{ (１６)

其中,F(x)＝∫
x

０
f(x)dx,满足下列条件:

１)f(x)∈C０ －¥,＋¥( ) ,存在δ－１＜０＜δ１,当δ－１＜x＜δ１时,f(x)＜０;当x＜δ－１以及x＞δ１

时,f(x)＞０;

２)存在Δ＞０,F Δ( ) ＝F －Δ( ) ＝０;

３)F ＋¥( ) ＝＋¥或F(－¥)＝－¥,
则 ODE系统(１６)有唯一且稳定的极限环．在SCDS(半连续动力系统)研究中尚未得到对应的阶１周

期解的唯一性定理．
３．３　ODE(常微分方程)极限环的最多个数与相对位置[２５]

在１９００年国际数学家代表大会上,Hilbert提出了２３个数学问题,称为希尔伯特数学问题．其中,

ODE(常微分方程)系统

dx/dt＝X(x,y),

dy/dt＝Y(x,y){ (１７)

中,X(x,y)＝∑
n

i＋j＝０
ai,jxiyj ,Y(x,y)＝∑

n

i＋j＝０
bi,jxiyj,X(x,y),Y(x,y)( ) 是在R２中的n 次多项

式向量场．Hilbert的第１６个问题是:微分系统(１７)极限环个数的最小上界 H n( ) 是多少? H(n)＝?
微分系统(１７)极限环的相对位置如何?

３．４　PetrovakiandLandis定理

１９５９年,莫斯科大学校长Petrovaki院士和他的学生Landis证明了:微分系统(１７)当(X x,y( ) ,

Y(x,y))是在R２中的二次多项式向量场(称为二次多项式微分系统)时,H(２)＝３．但是在１９７６年,

Petrovaki的学生发现他们的证明中有个引理有错! 陈兰荪和王明淑[６３]在１９７９年１１月找出一个例子

证明了 H(２)≥４．
问题:对于一些简单的SCDS(半连续动力系统),其阶１周期解的最多个数和相对位置尚未解决．

０１
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４　SCDS(半连续动力系统)的特有性质

４．１　SCDS(半连续动力系统)的阶２轨线段

SCDS(半连续动力系统)有一些独特问题是 ODE系统不具有的．设如下数学模型

dxt( )/dt＝P x,y( )

dyt( )/dt＝Q x,y( ) },y ＜y∗ ,

Δx＝－αx
Δy＝－βy},y＝y∗ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１８)

定义９　阶２轨线段　

图２５　阶２轨线段

设脉冲集M,相集N,由相集N 上的点A 出发的轨线与脉冲集

交于点A１,A１ 脉冲到点B,脉冲参数为α１．由相集上的点B 出发的

轨线与脉冲集交于点B１,B１脉冲到点A０,脉冲参数同样为α１,则

AA１BB１A０ 称为阶２轨线段．见图２５．
设轨线AA１用时间为T１,轨线BB１用时间为T２,则阶２轨线段

AA１BB１A０用时间为T１＋T２．
４．２　SCDS(半连续动力系统)的阶２后继函数

定义１０　阶２后继点和阶２后继函数:点A０称为点A 的阶２后继点记为:Fα１
２ A( ) ＝A０．

在相集N 上建立坐标系,设点 A 的坐标为a,A０的坐标为a０,则点 A 的阶２后继函数为:

Fα１
２ A( ) ＝a０－a．

定义１１　阶２周期解:如果Fα１
２ A( ) ＝A０＝A,也即Fα１

２ A( ) ＝a０－a＝０,则AA１BB１A０称为阶２
周期解．

易知,阶２周期解AA１BB１A０的周期为T１＋T２．如图２６所示．

图２６　阶２周期解图

注:上述阶２轨线段中包含两条 ODE系统的轨线和两条具有相

同脉冲参数的脉冲线．对应的两条 SCDS 系统的轨线的情况比较复

杂,见图２７．
１)两条轨线均与相集有两个交点,称为普通型图,如图２７(a);

２)两条轨线均与相集有１个交点,如图２７(b);

３)两条轨线均与相集均有３个交点,如图２７(c);

４)两条轨线与相集有３个交点,另一条仅１个交点,如图２７(d)．
如此等等的情况很多,比较复杂．容易看出这４种情况中仅有１)和４)可以产生阶２周期解．

图２７　SCDS系统的轨线

图２８　阶１和阶２周期解

　　定理９　有阶２周期解,必有阶１周期解(图２８)．
点A 的阶１后继函数fa１

１ (A)＝b－a＞０,阶１轨线段BB１A,

点B 的阶１后继函数fa１
１ (B)＝a－b＞０,因此,A 与B 之间必存

在一点C 的阶１后继函数为fa１
１ (C)＝０,存在阶１周期解．

４．３　SCDS(半连续动力系统)目前待要解决的问题

前面的理论背景是害虫治理模型(１４),控制害虫的单一目标
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是保证害虫的数量不可超过经济阈值y∗ ,即y ＜y∗ ,称其为 “单边控制系统”．
１)脉冲集为y＝y∗ 直线,方程是二维,脉冲集只能是一维,即为直线或曲线(不可有闭分支)．若

为曲线,则可通过坐标变换化为直线．
２)这里脉冲函数Δx＝－αx,Δy＝－βy 均为线性函数,非线性情况怎样?

４．３．１　“双边控制系统”的动力系统

以上以害虫治理模型为控制背景建立了 “单边控制”的理论,但是有许多实际问题单边控制是不

能解决的．例如,２０１５年有位渔民向我们提出这样一个问题:
这位养鱼户有两个池溏,其中一个大池溏是用于养鱼的,一个小池塘是用于培养鱼食的浮游植物．

养鱼的池溏中如果发现食物(浮游植物)缺少了就要从小池糖中取食加到大池溏中;反之,若大池溏中

浮游植物太多,会封死水面,使得大池溏中的鱼缺少空气导致死亡,这时又必须从大池溏中把浮游植

物捞出来,这样就发生鱼食捞进和捞出两方向控制．
养鱼户的问题是:养鱼的池溏中这样对鱼食的一加一减,问题在于什么时候加? 什么时候减? 加

多少? 减多少? 怎样操作能使鱼的产量最多? 为此我们建立了以下的数学模型———双边控制系统:

dx/dt＝xr－ax－by( )

dy/dt＝y(x－m１)(m２－x)},０＜h１＜x＜h２,h１＜x(０)＜h２,

Δx＝n１－h１

Δy＝－py },y(０)＞０,x＝h２,

Δx＝h２－n２

Δy＝fy },x＝h２,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１９)

其中:x(t)表示浮游植物在t时刻的密度;y(t)表示鱼在t时刻的密度．
模型(１９)体现了在浮游植物低密度和高密度双向控制,但是对于模型(１９),以前在单向控制研究中

所得到的理论在此都失效了．然而对于这个具体的模型,我们做了一些分析,得到了周期解的存在性[６０]．
双边控制系统(１９)有两个脉冲集 M１:x＝h１和M２:x＝h２,也一定有两个相集N１:x＝n１和N２:x＝

n２,满足h２＞n２≥n１＞h１．

图２９　双边控制系统

单边控制系统研究中 “后继函数”方法是基础工具,对于双

边控制系统也要从建立 “后继函数”的理论开始．以模型(１９)为
例:过相集上点A 的轨线与脉冲集M１ 交于A１,由A１ 脉冲到相

集N１ 上一点A２,过A２ 的轨线与脉冲集 M２ 交于A３,由A３ 脉

冲到相集 N２ 上一点A０．见图２９．
定义１２　 双 边 控 制 系 统 (１９)的 轨 线 段:如 上 所 述,称

AA１A２A３A０ 为双边控制系统(１９)的轨线段．
定义１３　双边控制系统(１９)的后继点与后继函数:相集N１

上定义坐标系,点A 坐标为a,点A０坐标为a０,A 的后继点为

A０,有后继函数f２(a１,a２,A)＝a０－a．
注:双边控制系统(１９)有两个脉冲集M１ 和M２,也有两个相集N１ 和N２．
“双边控制系统”周期解存在性:设双边控制系统(１９)中的常微分方程在相平面的区域h１＜x＜h２中

不存在奇点,且在相集N２存在两点A 和B,在相集N２上建立坐标系,并设A 的坐标为a,B 的坐标为b．
定理１０　若点A 和点B 的后继函数分别有:

f２ α１,α２,A( ) ＝a０－a＜０,f２ α１,α２,B( ) ＝b０－b＞０,
则 “双边控制系统”(１９)在区域h１＜x＜h２内存在周期解．

关于 “双边控制系统”的研究,我们还是刚开始,许多问题还尚未仔细考虑,理论上也很不完整,
尚待努力．“双边控制系统”的应用背景我们只是从养鱼问题开始,在实际生活中,还有许多问题涉及

双边控制的研究．
例如在畜牧业中,为了扩大人们的生活需求,要考虑发展畜牧业发展问题,但在畜牧业生产发展

２１



第１０卷第１期 数学建模及其应用 Vol．１０No．１　Mar．２０２１

的同时还须考虑草原生态保护问题,要防止过度放牧,使草原生态受到破坏．
又如在经济方面,有关双边控制的问题更多．例如,商品的产量与价格之间有着密切的联系:商品

产量高,市场价格就低;反之,产量低,价格就高．为了稳定市场价格,就要控制产量,不能太高也不

能太低,这就涉及 “双边控制系统”的问题．有个特别的例子:我国的粮食价格十分稳定,产量高,收

成好,国家原价收购、储存,使农民丰产得丰收,收益于农民,又不影响市场价格;当粮食减产时,国

家投放库存粮食,稳定市场价格,造福于人民,这就是一个很好的 “双边控制系统”．
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Abstract:Inspiredbythemathematicalmodelofintegratedpestcontrol,aseriesofstudiesonsomerelatedproblemsof
biologicalmathematicswerecarriedout．Startingfromactualproblems,wehaveestablishedthe＂ordinarydifferential
equationmodel＂andthecorresponding＂periodicimpulsecontrolmodel＂respectively;withtheriseofthenormalized
managementofintegratedpestcontrolandthenormalizedcontrolofenvironmentalpollution,weestablishedthe＂state
impulsefeedbackcontrolsystem＂model,referredtoas＂semiＧcontinuousdynamicsystem model,putforwardtherelated
conceptof＂semiＧcontinuousdynamicsystem＂,createdthebasictheory,andmadeasystemicresearch,forexample:the
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专题综述 害虫综合防治建模驱动 “半连续动力系统理论” 兴起 ２０２１年３月

periodicsolutionofcontinuousdynamicsystemandthestabilityofperiodicsolutions,homoclinicorbitsandhomoclinic
branches,heteroclinicorbitsandheteroclinicbranches,anddifferentconceptssuchas＂bilateralcontrolsystem＂andits
decisiontheoremresearch;thecorrespondingtheoryand methodof＂semiＧcontinuousdynamicalsystem＂arefurther
appliedtosomerelatedproblemsinotheraspectsofbiomathematics．Basedonthe mathematicalmodel,thispaper
summarizestheresearchprocessofbiomathematicsinrecenttenyears,andpointsouttheproblemstobesolvedinthe
currentresearch．
Keywords:mathematicalmodel;integratedpestcontrol;impulsivestatefeedbackcontrolsystem;periodicsolution;

stability;homoclinicorbit;homoclinicbifurcations
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